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❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❇❈ ✿
❨❛♥♥ ●✉❡r♠❡✉r✱ q✉✐ ♠✬❛ ❡♥❝❛❞ré ❞✉r❛♥t ❝❡s ✻ ♠♦✐s ❞❡ st❛❣❡✱ q✉✐ ♠✬❛ ❢♦✉r♥✐ ✉♥❡
❛✐❞❡ ♣ré❝✐❡✉s❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♠✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s q✉✐ ♠✬é❝❤❛♣♣❛✐❡♥t ❡t
q✉✐ ♠✬❛ ❣✉✐❞é ♣♦✉r ♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✜①és✳ ❊♥s✉✐t❡ ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t
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▲❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❡♥tr❛❧
❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐❡ str✉❝t✉r❛❧❡ q✉✐ ❛ été ❛❜♦r❞é s♦✉s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛♥❣❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❯♥
♣r❡♠✐❡r ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✬✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✸❉ t♦t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡
❡st ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♣♦❧②♣❡♣t✐❞✐q✉❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t
❧❛ ♣r♦té✐♥❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❉❡
♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t été ré❛❧✐sés ❞❡♣✉✐s ❝❡s ✸✵ ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❣❛❣♥é ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ♣♦✉r ❞ét❡r✲
♠✐♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ét❛✐❡♥t ❜❛sés s✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ♣❛r r❛♣♣♦rt à t❡❧ ♦✉ t❡❧ ét❛t
❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧ ét❛✐t ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❞é❥à
❝♦♥♥✉❡s ❬✶❪✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉✬❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ ✶✾✽✽ q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉✲
r♦♥❡s ❞é❞✐és à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❢✉r❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ❬✷❪✳ ❇✐❡♥
q✉✬✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❜❛sés s✉r ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❧❛
♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ♣❛r ◗✐❛♥ ❡t ❙❡❥♥♦✇s❦✐ s❡♠❜❧❛✐t ♠❡✐❧❧❡✉r❡✳ ❆✐♥s✐✱
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢✉r❡♥t
♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❛✈❛♥✲
❝é❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❛tt❡♥❞r❡ ✶✾✾✸ ❡t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❘♦st ❡t ❙❛♥❞❡r ❬✸❪
♣♦✉r q✉✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛s ♠❛❥❡✉r s♦✐t ❢r❛♥❝❤✐✳ ▲✬✐❞é❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❞❡ ❘♦st ❡t ❙❛♥❞❡r
❢✉t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝✲
t✐♦♥✶✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❜❛rr❡ ❞❡ ✼✶✪ ❞❡ t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❢✉t ❞é♣❛ssé❡✳
❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ❝♦✉♣❧és ❛✉① ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✱ ♣❧✉s ❞✬❛✉tr❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s q✉✐ s♦♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❞❡
❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✮ ❞ét✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✈❡❝
❡♥✈✐r♦♥ ✽✵✪ ❞❡ t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡✱
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛ été ❡♠♣❧♦②é❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❞❛♥s ❧❛ ♣ré❞✐❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ✿ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐té ❞❡
❧✬éq✉✐♣❡ ❆♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡t ❇✐♦❧♦❣✐❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❆❇❈✮ ❞✉ ▲❖❘■❆✳ ❈❡❧❛ ❢❛✐t
❜✐❡♥tôt ✶✵ ❛♥s q✉❡ ❝❡tt❡ éq✉✐♣❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡s ❙❱▼ ♠✉t❧✐❝❧❛ss❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t
✉♥❡ ❞é❞✐é❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝
❝❡tt❡ ❙❱▼ ét❛♥t très ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts✱ ✐❧ ét❛✐t ♥❛t✉r❡❧ ❞✬② ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
q✉✐ ♦♥t ❢❛✐t ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s ✿ ❝✬❡st ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♠♦♥ st❛❣❡✳ ▲✬✐❞é❡
✶♦♥ ❢♦✉r♥✐t ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✱ ♥♦♥ ♣❧✉s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣r♦té✐♥❡✱ ♠❛✐s ✉♥ ♣r♦✜❧
❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s✳
✶
✷
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st t✐ré❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ♠♦♥ ❡♥❝❛❞r❛♥t ❨❛♥♥ ●✉❡r♠❡✉r ❬✹❪✱ à s❛✈♦✐r✱
✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ❬✺❪ ❛✈❡❝ ❧❛ ❙❱▼ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡✱ ♣✉✐s tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s
s♦rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐té❡s ♣❛r ✉♥ ❍▼▼
✭♠♦❞è❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝❛❝❤é✮ ✷✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠❛r✐❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡
✭❧❛ ❙❱▼✮ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛t✐✈❡✭❧❡ ❍▼▼✮✳ ❈❡ st❛❣❡ s❡ s✐t✉❡ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❝❡ q✉✬❡st ✉♥❡ ❙❱▼ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t
✉♥❡ ▼✲❙❱▼ ✸✳ P✉✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s ❡t ❝♦♠♠❡♥t ❧✬❛❞❛♣t❡r à ✉♥❡ ▼✲❙❱▼ ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✳ ◆♦✉s
✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮ ❡t ❡♥✜♥ ♥♦✉s
♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ❙❱▼ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮✳
✷❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❛✈❡❝ ✉♥ ❍▼▼ ♥❡ s❡r❛ q✉❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❛❜♦r❞é ❝❛r ❝❡s tr❛✈❛✉①
❢❡r♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ✸ ♠♦✐s ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉r q✉❡ ❥✬❡✛❡❝t✉❡r❛✐ ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ s✉✐t❡ à ♠♦♥ st❛❣❡
✸▼✲❙❱▼ ✿ ▼❛❝❤✐♥❡ ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡
✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥
❯♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st ✉♥❡ ♠❛❝r♦✲♠♦❧é❝✉❧❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛❝✐❞❡s
❛♥✐♠és✳ ❈❡tt❡ s✉✐t❡ ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és s❡ r❡♣❧✐❡ ❡♥ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡
✭♥♦♠♠é❡ str✉❝t✉r❡ t❡rt✐❛✐r❡✮ q✉✐ ✈❛ ❞ét❡r♠✐♥❡r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❉❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦♠♠❡
❧❛ ❝r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡ ♣❛r r❛②♦♥s ❳ ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣r♦✲
té✐♥❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡♥t❡s ❡t ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ rés✉❧t❛t✳ ❆ ❧✬✐♥✲
✈❡rs❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❝♦♥♥✉❡s ❛✉❣♠❡♥t❡ très r❛♣✐❞❡♠❡♥t
s✐ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥ ❢♦ssé s❡ ❝r❡✉s❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❝♦♥♥✉❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
str✉❝t✉r❡s ❝♦♥♥✉❡s ❬✸❪✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ré❡❧ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣ré❞✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ s❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡rt✐❛✐r❡ ét❛♥t très ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r
❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s à ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✿ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳
❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛✉①
❞❡ tr♦✐s t②♣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛♣♣❡❧és é❣❛❧❡♠❡♥t ét❛ts ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧s ✿ ✷ str✉❝t✉r❡s
♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✭❤é❧✐❝❡ ❛❧♣❤❛ ❡t ❜r✐♥ ❜êt❛✮ ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭❝♦ï❧✮✳
▲✬éq✉✐♣❡ ❆❇❈ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡
❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s
✭▼✲❙❱▼✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤②❜r✐❞❡ ❡t ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐❛♥t s②stè♠❡s
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts ❡t ❣é♥ér❛t✐❢s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥s✐st❡
à ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✉❡❧❧❡ ▼✲❙❱▼ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❧✬éq✉✐♣❡
❛✜♥ q✉✬❡❧❧❡ ♣✉✐ss❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ❡t q✉✬❡❧❧❡ ♣✉✐ss❡
êtr❡ ❝♦✉♣❧é❡ à ✉♥ ❍▼▼ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s à ❧❛
♣ré❞✐❝t✐♦♥✳
✶✳✷ ▼❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✱ ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡
❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉r s✉♣♣♦rt ✭❙❱▼ ♣♦✉r ✧❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡✧✮ ❡st
✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
s✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❬✻❪✳ ❯♥❡ ❙❱▼ ❛♣♣r❡♥❛♥t à ♣❛rt✐r ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ét✐q✉❡tés✱ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❙❱▼✳ ❈❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s
✸
✶✳✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✱ ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡ ✹
❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤②❜r✐❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡
❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ✐❝✐ s♦♥t ❧❡s ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡s ❡t ❧❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss❡s ✭▼✲❙❱▼✮ s♣é✲
❝✐❛❧✐té ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❆❇❈✳
❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ét✐q✉❡tés ✿
S = {(−→xl , yl)}1≤l≤p ∀l, yl ∈ {−1, 1},
yl ét❛♥t ❞♦♥❝ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡
−→xl
◆♦t♦♥s q✉❡ y ♥❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs✱ ✜①é❡s ✐❝✐ à −1 ❡t 1 ❝❛r ✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ s❡r❛ s②♠❜♦❧✐sé❡ ♣❛r
❧❛ ✈❛❧❡✉r ✲✶ ♦✉ ✶ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ y✳
✶✳✷✳✶ ▲❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡
❍②♣❡r♣❧❛♥ ❡t ❙é♣❛r❛❜✐❧✐té
P♦✉r ~x ∈ Rn✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ sé♣❛r❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
f~w,b(~x) = 〈~w, ~x〉 + b ♦ù f : R
n → R
◗✉❛♥❞ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ ♣❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♦♥ ❛✛❡❝t❡ ❛✉
✈❡❝t❡✉r ~x ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬ét✐q✉❡tt❡ 1✱ ❡t q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st ♥é❣❛t✐❢✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬ét✐q✉❡tt❡ −1✳
▲♦rsq✉✬✐❧ ❡st ♥✉❧✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❝♦♠♠❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ à ❧✬✉♥❡ ♦✉
❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s✳
✶✳✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✱ ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡ ✺
❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ f~w,b(~x) = 0 ❞é✜♥✐t ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❛t❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
❝❧❛ss❡s ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✳
❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❍②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❛t❡✉r
P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞é❝♦✉♣♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❡①❡♠♣❧❡s ét✐q✉❡tés ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✿
S+ = {~x : (~x, y) ∈ S ❡t y = 1}
S− = {~x : (~x, y) ∈ S ❡t y = −1}
❆✐♥s✐ s✐ S ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡ ✿
f~w,b(~x) > 0 ∀~x ∈ S
+
f~w,b(~x) < 0 ∀~x ∈ S
−
❈❡s éq✉❛t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ sé♣❛rés ♣❛r f~w,b✳
❈❡✉① ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ s❡r♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ❝ôté ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❛t❡✉r✳ ❖♥
♣❡✉t ✐❧❧✉str❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
♣r❡♥♦♥s ✹ ♣♦✐♥ts ❞✉ ♣❧❛♥✳ ❉♦♥♥♦♥s ❧❡✉r ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ♥♦✐r❡ ♦✉ ❜❧❛♥❝❤❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❡✉r ❝❧❛ss❡ ✭♥♦✐r❡ ✿ ✲✶ ❡t ❜❧❛♥❝❤❡ ✿ ✰✶✮✳ ▲✬❤②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❛t❡✉r ❡st ✉♥❡ ❞r♦✐t❡
sé♣❛r❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❜❧❛♥❝s ❞✬✉♥ ❝ôté ❡t ♥♦✐rs ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳
❖♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s ✭♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s tr❛❝❡r ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❧❡s sé♣❛r❛♥t✮✳ ▲❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡ s❡r♦♥t ❛❜♦r❞é❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
▼❛r❣❡
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❡st ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡s ❙❱▼✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠❛r❣❡s✱ ✉♥❡
♠❛r❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ à ❝❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❡t ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥
sé♣❛r❛t❡✉r ❡t ✉♥❡ ♠❛r❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ sé♣❛r❛t❡✉r✱ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s
♠❛r❣❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ❡①❡♠♣❧❡s✳
✶✳✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✱ ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡ ✻
❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❈❛s ♥♦♥ sé♣❛r❛❜❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
❉❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦✐❡♥t ❜✐❡♥s
❝❧❛ssés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ s♦✐❡♥t ❞✬✉♥ ♠ê♠❡
❝ôté ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❡t t♦✉s ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♦♣♣♦sé❡ s♦✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t
♣♦✉✈❛✐t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ❛✐♥s✐ ✿
f~w,b(~x) > 0✱ ∀~x ∈ S
+
f~w,b(~x) < 0✱ ∀~x ∈ S
−,
❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
〈~w, ~xl〉 + b > 0✱ ∀(~xl, yl) ∈ S ♦ù yl = 1
〈~w, ~xl〉 + b < 0✱ ∀(~xl, yl) ∈ S ♦ù yl = −1,
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢✉s✐♦♥♥és ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿
yl(〈~w, ~xl〉 + b) > 0✱ ∀(~xl, yl) ∈ S
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠❛r❣❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ✿
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✶ ✭▼❛r❣❡ ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✮ ❙♦✐t M f(~x,y) ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞✬✉♥
❡①❡♠♣❧❡ (~x, y) ❛ss♦❝✐é ❛✉ sé♣❛r❛t❡✉r f ✱ ❛❧♦rs ✿
M f(~x,y) =
y (〈 ~wf , ~x〉 + bf )
‖wf‖
=
|〈 ~wf , ~x〉 + bf |
‖wf‖
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞✬✉♥ sé♣❛r❛t❡✉r ❝♦♠♠❡ ✿
✶✳✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✱ ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡ ✼
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✷ ✭▼❛r❣❡ ❞✬✉♥ sé♣❛r❛t❡✉r✱ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✮ ❙♦✐t M fS ▲❛ ♠❛r❣❡
❞✉ sé♣❛r❛t❡✉r f s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡s S✱ ❛❧♦rs ✿
M fS = min
(~x,y)∈S
M f(~x,y)
= min
(~x,y)∈S
y (〈 ~wf .~x〉 + bf )
‖wf‖
✭✶✳✶✮
❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❱❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ❞✬✉♥❡ ❙❱▼
▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬❤②✲
♣❡r♣❧❛♥s sé♣❛r❛♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s❛♥s ❡rr❡✉r✳ ▲✬❤②♣❡r♣❧❛♥ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✈❛ êtr❡
❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳ ❖♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹ q✉❡ s✐ ❧❡
sé♣❛r❛t❡✉r ❡st ❞❡ ♠❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ✐❧ ② ❛ ❞é❥à ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✭❧✬✉♥
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡✮ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛r❣❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ sé♣❛r❛t❡✉r✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✱ ❝❛r ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡t✐r❡r t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ s❡✉❧s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt ✈♦♥t s♣é❝✐✜❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❛ ❙❱▼ ✭✐❝✐ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡✮✳
Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
▲❡ ❜✉t ❞✬✉♥❡ ❙❱▼ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡st ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠❛r❣❡✱ ❛✜♥ ❞❡ sé♣❛r❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞♦♥♥és✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❛ ❙❱▼ ❞♦✐t
❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ~w ❡t b q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡♥t ❧❛ ♠❛r❣❡✳
❆✐♥s✐ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ f ∗ ❞❡ ♠❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r ✿
f ∗ = argmax
f
M fS
✶✳✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✱ ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡ ✽
♦ù M fS ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮✳
■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ~w ❡t b ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ ♠❛r❣❡
♠❛①✐♠❛❧❡✳
▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥ sé♣❛r❛t❡✉r s✬é❝r✐t ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ✿
min
(~x,y)∈S
y (〈 ~wf , ~x〉 + bf ) = 1
❈❡❝✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ f~w,b(~x) = 0 ❡st ❞é✜♥✐ à ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t❡✉r ♣rès✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ f~w,b(~x) = 〈~w, ~x〉 + b = 0 ⇒ Kf~w,b(~x) = 0✳
▲✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ét❛♥t ❡①♣r✐♠é s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ s❛ ♠❛r❣❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿
M fS =
1
‖wf‖
✳
▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥ ❞❡ ♠❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à tr♦✉✈❡r ♣❛r♠✐
❧❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❡①♣r✐♠és s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ f ∗ t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ‖wf‖ s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❥♦✉❡r s✉r ~w ❡t s✉r b ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r
1
2
〈~w, ~w〉✳ ✭▲❡ 1/2 ♥✬❡st ♣rés❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ❢✉t✉rs ❝❛❧❝✉❧s✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❥✉sq✉✬✐❝✐ q✉❡❧s ét❛✐❡♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s à ♠❛①✐♠✐s❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛
♠❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ❝♦♠♠❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à ✉♥ ❤②♣❡r♣❧❛♥✳ ❚r❛✈❛✐❧❧❛♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ❤②♣❡r♣❧❛♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s✱min(~x,y)∈S |〈 ~wf .~x〉+
bf | = 1✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ♣❡✉t s❡ ré❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿
yl(〈~w, ~xl〉 + b) ≥ 1✱ ∀(~xl, yl) ∈ S
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦✉r rés✉♠❡r ✿
Pr♦❜❧è♠❡ ✶
Minimiser
1
2
〈~w, ~w〉
s.c. yl(〈~w.~xl〉 + b) ≥ 1✱ ∀(~xl, yl) ∈ S
❉♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❙ s♦♥t r❛r❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ▲❛ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❛✉t♦r✐s❡r ❝❡rt❛✐♥s ❡①❡♠♣❧❡s à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡
✶✱ ✈♦✐r❡ ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉t♦r✐s❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♠❛❧ ❝❧❛ssés✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥
❛ss♦✉♣❧✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ yl(〈~w.~xl〉+b) ≥ 1✱ ∀(~xl, yl) ∈ S ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡
ξl✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿ yl(〈~w.~xl〉 + b) ≥ 1 − ξl✱ ∀(~xl, yl) ∈ S ❛✈❡❝ ξl ≥ 0✳
❆✐♥s✐✱ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t tr❛♥s❣r❡ss❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s②♠❜♦❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❤②♣❡r♣❧❛♥
❡t s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛
❝♦♥tr❛✐♥t❡ s❛♥s ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r 〈~w, ~w〉 ❥✉sq✉✬à
❧❡ r❡♥❞r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣❡t✐t ✭✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ξl ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✮✳ ■❧ ❢❛✉t
❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ξl ❛✐t ✉♥ ❝♦ût s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ P❧✉s ✐❧ ② ❛
❞✬❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ tr❛♥s❣r❡ss❡♥t ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ♣❧✉s ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r
✶✳✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✱ ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡ ✾
〈~w, ~w〉✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❡s ξl à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡
t❡r♠❡s ❞❡ ♣é♥❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛ss♦✉♣❧✐r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt✳
❆✈❡❝ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Pr♦❜❧è♠❡ ✷
Minimiser
1
2
〈~w, ~w〉 + C
∑
l
ξl ♦ù C > 0
s.c.
{
yl(〈~w, ~xl〉 + b) ≥ 1 − ξl✱ ∀(~xl, yl) ∈ S,
ξl ≥ 0✱ ∀l
♦ù ❈ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥❝❡ ❞❡ ♠❛r❣❡ ❞♦✉❝❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞✉❧❡r ❧✬✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❣❛r❞❡r ✉♥ ❜♦♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s ❈ ❡st é❧❡✈é❡ ❡t ♣❧✉s ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♠❛❧ ❝❧❛ssé s✉r ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡t ♣❧✉s ✐❧ s❡r❛ ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ✈✐♦❧❡r ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛✲
t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❈❡❧❛ r❡❥♦✐♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❢❛✐s❛♥t
❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ✿ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡t
❝♦♠♣❧❡①✐té ✭♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡ s✉r❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✮✳
✶✳✷✳✷ ▲❡ ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❏✉sq✉✬✐❝✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥ sé♣❛r❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥ ❛②❛♥t r❡❝♦✉rs à ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt ξl ❛✜♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❛s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s✱ ✉♥ t❡❧ sé♣❛r❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ❛❞❛♣té✳
❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥♦②❛✉ ❡t ❞❡ sé♣❛r❛t❡✉rs ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❞❡s ❙❱▼ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡s✱ s❛♥s r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ét❛❜❧✐ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ s♦✉s rés❡r✈❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s✳
◆♦②❛✉①
▲✬✐❞é❡ q✉✐ ❢♦♥❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❙ ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ X ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❧❡s
sé♣❛r❡r ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡t ❡s♣❛❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣r♦❥❡tt❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s
✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r n′ > n✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ❛✐sé ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❛
sé♣❛r❛t✐♦♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✸ ✭◆♦②❛✉ s②♠étr✐q✉❡ s❡♠✐✲❞é✜♥✐ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ▼❡r❝❡r✮
❯♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ▼❡r❝❡r ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉✬✐❧ ❞é✜♥✐t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❬✼❪✳ ❙♦✐t κ ✉♥ ♥♦②❛✉✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs
✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Φ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
∀(x, x′) ∈ X 2, κ(x, x′) = 〈Φ(~x), Φ(~x′)〉 ✭✶✳✷✮
❖ù✱
✶✳✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✱ ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡ ✶✵
Φ(~x) =





φ1(~x)
φ2(~x)
✳✳✳
φn′(~x)





✱ ♦ù 1 ≤ n′ ≤ ∞
▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r s❡r❛✐t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣r♦❥❡té❡s ✿
S ′ = {(Φ(~xl), yl)}1≤l≤p ❛✈❡❝ ∀l, yl ∈ {−1, 1}
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡ss❛②❡r ❞❡ sé♣❛r❡r ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞✉ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡
S ′✳
■❧❧✉str♦♥s ❝❡❝✐ ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♣r❡♥♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ✈✐✈❛♥t ❞❛♥s R2
❡t ét✐q✉❡té❡s + ♦✉ −✳ ▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥é❣❛t✐❢s s♦♥t ✐♥s❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❡r❝❧❡ ✉♥✐té✱
❡t ❧❡s ♣♦s✐t✐❢s s♦♥t à ❧✬❡①tér✐❡✉r ✭✈♦✐r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✶✳✺✮✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ sé♣❛r❡r
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❝❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❋✐❣✳ ✶✳✺ ✕ ❉♦♥♥é❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s ❞❛♥s R2
■♥tér❡ss♦♥s✲♥♦✉s ❛❧♦rs à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Φ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Φ(~x) =


φx(~x) = x
φy(~x) = y
φz(~x) = x
2 + y2


❖♥ ♣r♦❥❡tt❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ♦ù ~xz s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡r❝❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❧✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t é❧♦✐❣♥és ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s R2 ❡t
♣❧✉s ~xz s❡r❛ é❧❡✈é✳
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧❛♥t ❞❡ ❜❛❞✲
♠✐♥t♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s R3✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❛✐sé ❞❡ sé♣❛r❡r ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
❛✈❡❝ ✉♥ ♣❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r z = 1✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦②❛✉① ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t
✶✳✷✳ ▼❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✱ ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡ ✶✶
❋✐❣✳ ✶✳✻ ✕ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡
✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦②❛✉✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱
❝✬❡st ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳
▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷ ❡st ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r s❛ ❢♦r♠❡ ❞✉❛❧❡✳ ◆♦✉s ♥❡
❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛s ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✐❝✐ ♠❛✐s ❧❛ ❝❤♦s❡ à r❡t❡♥✐r ❡st q✉❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉❛❧❡✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t q✉✬❛✉ s❡✐♥
❞❡ ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s✳ ▲✬❛st✉❝❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① rés✐❞❡ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n′✱ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❡t
❞❡ r❡✈❡♥✐r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n✱ ♦♥ r❡st❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♥♦②❛✉ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉❛❧❡✳
❈❡tt❡ ❛st✉❝❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❦❡r♥❡❧ tr✐❝❦✳
■❧ ✈❛ ❞❡ s♦✐ q✉❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥♦②❛✉ q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❛❧✐s❛♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✉♥ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❤✐❧❜❡rt✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣✉✐ss❡ êtr❡ q✉❛❧✐✜é❡ ❞❡ ♥♦②❛✉✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬❡❧❧❡ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛s
❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡r❝❡r ❬✽✱ ✼❪✳
Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ P♦s♦♥s ✿
k(~x, ~x′) = exp
(
−
‖~x − ~x′‖2
2σ
)
❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦❥❡tés ❞❡ ~x ❡t ~x′ ❞❛♥s ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳ ❊❧❧❡ s❡ ♥♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥✳
❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ♥♦s ♣r♦♣r❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥♦②❛✉ ✭à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t s②✲
♠étr✐q✉❡s s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✮ ❝❡❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❙❱▼ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
✶✳✸✳ ▼❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✱ ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ✶✷
✶✳✸ ▼❛❝❤✐♥❡ à ✈❡❝t❡✉rs s✉♣♣♦rt✱ ❧❡ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡
▲❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡ ♣❡✉t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉ ❝❛s ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
♣r♦♣r✐étés ❡t rés✉❧t❛ts ❬✾✱ ✶✵❪✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❝❤❛♥❣❡ q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❜✐❝❧❛ss❡✱ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s✱ ❞és♦r♠❛✐s ♥♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s ♣❧✉s✳
❙♦✐t Q ❝❧❛ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t k ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♦ù 1 ≤ k ≤ Q✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿
S = {(−→xl , yl)}1≤l≤p xl ∈ X ∀l, yl ∈ {1, . . . , Q}
▲❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s h q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s t❡❧❧❡s
q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡ k ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ hk✳ ❆✐♥s✐✱ hk(~xi)
r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ ♥♦t❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ~xi ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ k✳
▲❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
▲❛ ▼✲❙❱▼ ❛ss✐❣♥❡ ~xi à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ k t❡❧ q✉❡ ✿
hk(~xi) = argmax
l
hl(~xi)
❆✐♥s✐ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ~xi ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ q✉✐ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r
s❝♦r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❛✉t❛♥t ❞❡ ♥♦t❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s à
♣ré❞✐r❡✳ ❈❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿
Pr♦❜❧è♠❡ ✸
min
wk,bk
1
2
Q
∑
k=1
〈 ~wk, ~wk〉 + C
l
∑
i=1
∑
k 6=yi
ξik
s.c.
{
〈wyi , xi〉 + byi ≥ 〈wk, xi〉 + bk + 1 − ξik
ξik ≥ 0✱ (1 ≤ i ≤ l)(1 ≤ k 6= yi ≤ Q)
∑l
i=1
∑
k 6=yi
ξik r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s {1, . . . , l} ❞❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r♣❧❛♥✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
❚r❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é
✷✳✶ Pr♦❜❧è♠❡ ♣♦sé
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t q✉✬✐❧ ② ❛✈❛✐t ❞❡✉① ❜✉ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① à ❝❡
st❛❣❡ ✿ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ❡t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s s♦rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ♣♦✉r
♣♦✉✈♦✐r ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❍▼▼ ❡♥ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❯t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♣❡✉t s✐❣♥✐✲
✜❡r q✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ s❡✉❧❡ séq✉❡♥❝❡ ♣r♦té✐q✉❡ à ❧❛ ❙❱▼✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡
❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s é✈♦✲
❧✉t✐✈❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❛✈❛♥t ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❱▼✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❡r q✉✬✐❧ ❢❛✉t tr❛✐t❡r ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡✱ ♥♦♥ ♣❧✉s
❡♥ ❧❡s ❛❥♦✉t❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♠❛✐s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❡♥
r❡❣r♦✉♣❛♥t ❧❡s s♦rt✐❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡
♦♣t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡ st❛❣❡✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡
s❡r❛ tr❛✐té❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧♦rs ❞❡ ♠❡s ✸ ♠♦✐s ❞✬✐♥❣é♥✐❡✉r ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡✳
❱♦②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ♠✉❧t✐✲
❝❧❛ss❡s✳
✷✳✷ ▼✲❙❱▼ ❡t str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡
❯♥❡ ▼✲❙❱▼ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❢♦r♠é ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥✲
❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ❝✬❡st ❞❡ ♣ré✈♦✐r ❧✬ét❛t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧
✭❞❡ q✉❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐❧ s✬❛❣✐t✮ ❞✬✉♥ rés✐❞✉ ✭❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é✮✳
❖♥ ✈♦✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ à ✸ ❝❛té❣♦r✐❡s ✭❤é❧✐❝❡ ❛❧♣❤❛✱
❜r✐♥ ❜êt❛ ❡t ❝♦ï❧✮ q✉✐ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞♦♥❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rs
❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ♣rés❡♥té s❡ ✈❡rr❛ ❛ttr✐❜✉❡r ✸ s❝♦r❡s✱
✉♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ✭✈♦✐r s❝❤é♠❛ ✷✳✶✮✳
❯♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és r❡❧✐és ❡♥tr❡ ❡✉① ♣❛r ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s
❝❤✐♠✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡ ▼✲❙❱▼ q✉✐ ♣r❡♥❞r❛✐t ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ❛❝✐❞❡
❛♠✐♥é ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❡t q✉✐ ❡ss❛✐❡r❛✐t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧✬ét❛t ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧ ❛ss♦❝✐é✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é s❡✉❧ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r
❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
✶✸
✷✳✷✳ ▼✲❙❱▼ ❡t str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ✶✹
❞✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❡♥ ❧✉✐ ♣rés❡♥t❛♥t ♥♦♥ ♣❛s ✉♥ rés✐❞✉✱ ♠❛✐s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
rés✐❞✉s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✬✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦té✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ✭✜❣ ✷✳✷✮✳ ▲❡ rés✐❞✉ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❡st ❡✛❡❝t✉é ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥
❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❡❧✉✐ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡✳
■❧ ② ❛ ✷✵ ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡✱ ❝❤❛❝✉♥
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❧❛t✐♥✳ ❆❥♦✉t♦♥s à ❝❡❧❛ ✶ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ✐♥❝♦♥♥✉s ❡t ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈✐❞❡s ✭❞♦♥t ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉❡r♦♥s ♣❧✉s ❜❛s
❧✬✉t✐❧✐té✮✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ ✷✷ s②♠❜♦❧❡s✳
■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞✬❡♥tré❡✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✱ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡
|W | = 2n + 1 ♦ù n ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❡♥t♦✉r❛♥t ❧❡ rés✐❞✉
❝❡♥tr❛❧✳
❘❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ✈✐❞❡✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡s rés✐❞✉s ❞❡ ❞é❜✉t ❡t ❞❡
✜♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❛r ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡
❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❡st ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rés✐❞✉ ❞❡
❧❛ ♣r♦té✐♥❡✱ q✉❡ ❢❛✉t✲✐❧ ♠❡ttr❡ ❞❛♥s ❧❡s n ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ s❡ tr♦✉✈❛♥t ❛✉
❞é❜✉t ❄ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❧✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ✈✐❞❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦té✐♥❡ s❡ ✈♦✐t ❝♦♠♣❧été❡
♣❛r n ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ✈✐❞❡s à s❡s ❡①tré♠✐tés ◆✲t❡r♠✐♥❛❧❡ ✭❧❡ ❞é❜✉t✮ ❡t ❈✲t❡r♠✐♥❛❧❡
✭❧❛ ✜♥✮✳
❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ◆♦t❡s ❡t ♣ré❞✐❝t✐♦♥
❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❋❡♥êtr❡ ❞✬❡♥tré❡
✷✳✷✳ ▼✲❙❱▼ ❡t str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ✶✺
s②♠❜♦❧❡ ❝♦❞❛❣❡
❛ ✵✵✵✵✶
❝ ✵✵✵✶✵
❞ ✵✵✶✵✵
❡ ✵✶✵✵✵
q ✶✵✵✵✵
❚❛❜✳ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
✷✳✷✳✶ ❈♦❞❛❣❡ ❣é♥ér✐q✉❡
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ❡♥tré❡s ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣ré❝✐s❡r ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s à ❧❛ ❙❱▼✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ ♣♦✉r ❧❛ ❙❱▼ ❡st ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡♠♣❧♦②❡r ✉♥❡ ❙❱▼ ❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r
tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❛✉ ❝÷✉r ❞❡s ❙❱▼ ❝❛r ❡❧❧❡s ré❛❧✐s❡♥t ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts
s❝❛❧❛✐r❡s ✭❡✉❝❧✐❞✐❡♥s✮ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❙❱▼ ❜✐❝❧❛ss❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s r❡✲
♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ❢♦✉r♥✐t ❡♥ ❡♥tré❡
❞❡✉① ré❡❧s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t✱ ❡t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❆✐♥s✐✱
❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❞❡✉① ré❡❧s ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦❝❤❡s ❛✉r♦♥t ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ ❞❛♥s
❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ q✉❡ ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡s✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t r❡❣❛r❞♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳ ❙✐ ❧✬♦♥
❝♦❞❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❆ ♣❛r ✶✱ ❧❡ ❈ ♣❛r ✷✱ ❧❡ ❉ ♣❛r ✸✱ ❡t❝ ✐❧ ② ❛✉r❛ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ❆ ❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❉ q✉❡ ♥❡ ❧✬❡st ❈✳
▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ r❡♥❞❛♥t ❧❡s ❛❝✐❞❡s
❛♠✐♥és ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ❡st
❝♦❞é s✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ✷✷ ❜✐ts✱ ♦ù t♦✉s ❧❡s ❜✐ts s♦♥t à ✵ s❛✉❢ ❝❡❧✉✐ ❞❡ r❛♥❣
n ♦ù n ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ❞❛♥s ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t✳
Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ ✺ ❧❡ttr❡s ✿ α = {a, c, d, e, q}✳ ❆❧♦rs
❝❤❛q✉❡ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ✈✐❞❡ q s❡r❛ ❝♦❞é ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉
✷✳✶✮✳
❆✐♥s✐✱ 〈a, a〉 = 1 ❡t 〈a.x〉 = 0✱ ∀x ∈ α \ {a}✳
❈❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠❛✐s ♣❛s
❝❡❧❧❡ ❞❡ ♣r♦①✐♠✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t 〈a, b〉 = 0 ❡t ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t r✐❡♥ t✐r❡r s✉r ❧❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐té
❡♥tr❡ ❛ ❡t ❜ s❛♥s r❛❥♦✉t❡r ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❛ ❙❱▼ ❛✉ ❝❛s ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳
■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛❞❛♣t❡r ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ❙❱▼✳ ▲❛ ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ ❡st ❞❡
t❛✐❧❧❡ |W | = 2n + 1✳ ❖r✱ ❝❤❛q✉❡ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❛✉t❛♥t ❞✬❡♥tré❡s ❞❛♥s
❧❛ ❙❱▼ q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t✳
◆♦t♦♥s l = |α| ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❡ttr❡s ❞❡ ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❡t X ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ ❛❧♦rs ✿
✷✳✸✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✻
dim(X ) = (2n + 1).l
❈❡ ❝♦❞❛❣❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r
❧❛ s✐♠✐❧❛r✐té ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡s ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡
❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✭❢❡♥êtr❡s✮ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ❞❡s
❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❞❡s ❞❡✉① ❢❡♥êtr❡s ❝❛❧❝✉❧és ♣♦s✐t✐♦♥ à ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s
❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ 1 ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❡♥êtr❡
❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✳
✷✳✷✳✷ ❈♦❞❛❣❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡
❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❝❡❝✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ✉♥ ♣❛r
❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é✱ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ❙❱▼ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ♥❡ r❡♥✈♦✐t
q✉❡ ✵ ♦✉ ✶✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦①✐♠✐té ♥✬❡st ❛❧♦rs
♣❛s ✉t✐❧✐sé❡✳
❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ♥♦②❛✉✱ ♦♥ r❡t✐r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
s❝❛❧❛✐r❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ♣♦✉r ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❯♥
t❛❜❧❡❛✉ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡s ❜✐♦❧♦❣✐st❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é
♣rés❡♥té ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛②❛♥t ✉♥ s❡♥s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ré❡❧✳
▲❡ ❙❱▼ rés✉❧t❛♥t❡ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s ❣é♥ér✐q✉❡ ♠❛✐s ❡st ❞é❞✐é❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s ❡t ❡❧❧❡ ❝❛♣t✉r❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té✳ P♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ ❙❱▼
q✉✐ ❡st ❛❧♦rs ❞é❞✐é ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s ✹ ❬✶✶❪✳ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ r❡st❡ ❛❧♦rs ✿ dim(χ) = |W | = 2n + 1
■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ q✉✐ s❡r❛ ❡♠♣❧♦②é ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ▼✲❙❱▼
❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ♥♦s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳
✷✳✸ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s
❯♥❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ❬✺✱ ✸❪✳ ❯♥
❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡st ✉♥ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ✭❛②❛♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✮✳
❘és✉♠♦♥s ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ✉♥ ❜✐♦❧♦❣✐st❡ ✈❛ s✬② ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡rt✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ♣r♦té✐q✉❡✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ✐❧ ✈❛
r❡❣❛r❞❡r s✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛✉r❛ ❞é❥à
été ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✳ ❙✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ s✬❛rrêt❡ ✐❝✐ ❡t ✐❧ ❛ tr♦✉✈é
❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡rt✐❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ✐❧ ✈❛ r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s
séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡ ❞♦♥t ✐❧ ✈❡✉t ♣ré❞✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ t❡rt✐❛✐r❡ ✿ ✐❧ ❝♦♥str✉✐t
❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ■❧ ❧❡ s♦✉♠❡t ❡♥s✉✐t❡ à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱
✹❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é ❛ été é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♥♦②❛✉
✶✳✷✳✷
✷✳✸✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✼
s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s✱ ✐❧ s♦✉♠❡t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ s❡✉❧❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡
♣ré❞✐❝t✐♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s à ❧❛ ❙❱▼ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és s❡✉❧❡ ♠❛✐s
♣❧✉s✐❡✉rs s✐♠✐❧❛✐r❡s ✭❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✮✳ ▲❡s séq✉❡♥❝❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s s♦♥t ❞♦♥❝
r❡❣r♦✉♣é❡s ❛✈❛♥t ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❛ ❙❱▼ ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ② ❛
✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡
♥❛t✉r❡ é✈♦❧✉t✐✈❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ét♦♥♥❛♥t q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s♦✐❡♥t
♠❡✐❧❧❡✉rs ❝❛r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ à ❧❛ ❙❱▼✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❡
♣r♦té✐♥❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ s❡✉❧❡ ❝❛r
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♥s❡r✈é❡ q✉❡
❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❬✺❪✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ✐❞❡♥t✐✜❡r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛❝✐❞❡s
❛♠✐♥és q✉✐ ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ✭❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥
♠ê♠❡ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ✐❧s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ à ❧✬❛✉tr❡✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥té❣ré ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❡♥ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❙❱▼ ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r à ♠♦❞✐✜❡r s♦♥ ♥♦②❛✉✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❡s
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❧❡s ❛❥♦✉t❡r
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♣ré❞✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡ ✭❛♣♣❡❧é❡ ♣r♦✲
té✐♥❡ ❞❡ ❜❛s❡✮✱ ♦♥ ✈❛ ❝♦♥st✐t✉❡r ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦té✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣ré❞✐t s❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳
✷✳ ❖♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥
❝♦♥s❡♥s✉s✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡✱
❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s❡ ✈♦✐t ❛ttr✐❜✉❡r tr♦✐s s❝♦r❡s✱ ✉♥ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
✸ ❝❧❛ss❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ✸ str✉❝t✉r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ rés✐❞✉ ❝❡♥tr❛❧✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❛❧♦rs ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ ❧❡
s❝♦r❡ ❧❡ ♣❧✉s é❧❡✈é✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✱ ❝✬❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é✳
❙♦✐t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ♣r♦té✐q✉❡ S✳ ❙♦✐t n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❙♦✐t W ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡ rés✐❞✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ S
❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳
❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❢❡♥êtr❡ W ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♣r♦té✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❣❛r✲
❞❡r ❞❛♥s ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t N ❡t ❛❧❧♦♥s ré❝✉♣ér❡r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t✳
◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❛❧♦rs n ❢❡♥êtr❡s✱ ✉♥❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ♣r♦té✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱
t♦✉t❡s ❝❡♥tré❡s s✉r ❧❡ rés✐❞✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i✱ ♦♥ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s à ❧❛ ❙❱▼ ❧❛ ❢❡♥êtr❡
❝❡♥tré❡ s✉r ❧❡ rés✐❞✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ i ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ❞❡ ❜❛s❡ ♠❛✐s t♦✉t❡s ❝❡❧❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡
❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳
❙❛♥s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ s❝♦r❡s✱ ✉♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ rés✐❞✉ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ s✉r ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❝✐✱
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té n ❢❡♥êtr❡s à ❧❛ ❙❱▼✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❛✈❡❝ n
tr✐♣❧❡ts ❞❡ s❝♦r❡s✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥
s❝♦r❡ ♣❛r ❝❛té❣♦r✐❡ ♣♦✉r ❧❡ rés✐❞✉ ❝❡♥tr❛❧✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉
❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s❝♦r❡✳
❙✐ ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷✳ ❖♥ s❡ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ q✉❡
✷✳✸✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✽
❢❡♥êtr❡ ❜êt❛ ❛❧♣❤❛ ❝♦✐❧
❊❆❆❚❨❨❊ ✵✳✼ ✵✳✷ ✲✵✳✾
❊❴❆❚❨❨❊ ✵✳✷ ✵✳✻ ✲✵✳✽
❊❈❆❚❨❨❊ ✵✳✸ ✵✳✾ ✲✶✳✷
Σ ✶✳✷ ✶✳✼ ✲✷✳✾
❚❛❜✳ ✷✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❝♦r❡s ❛✈❡❝ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦♥♥❡ à ❧❛ ❙❱▼ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♣r♦té✐q✉❡ ❊❆❆❚❨❨❊ s❡✉❧❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❜êt❛ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♥♦t❡✱ ❝❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ q✉✐ s❡r❛ ♣ré❞✐t❡✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛②❛♥t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r s❝♦r❡ ❞❡✈✐❡♥t ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❛❧♣❤❛✳
❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ✧❴✧ q✉✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ s❛✉t✳ ❈❡s s❛✉ts
s♦♥t ❞✉s ❛✉① ♠✉t❛t✐♦♥s ❣é♥ét✐q✉❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ✐♥s❡rt✐♦♥s ♦✉ ❧❡s ❞é❧ét✐♦♥s✳
✷✳✸✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡♥✐❦♦✛
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t
❞✐r❡❝t s✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛❥❡✉rs ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞♦♠✐♥❡♥t très ❧❛r❣❡♠❡♥t
❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ ❙❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✮✱
❝❡s ❣r♦✉♣❡s ♣ré❞♦♠✐♥❛♥ts ♠❛sq✉❡♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❧❡s ♠♦✐♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① ❛✉tr❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡s séq✉❡♥❝❡s ♣❡✉ s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞♦✐t ❛✈♦✐r
❛✉t❛♥t ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ♣ré❞♦♠✐♥❛♥ts✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù
q✉❡❧q✉❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ P✉✐s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠✉t❛t✐♦♥s ❣é♥ét✐q✉❡s✱
✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à t♦✉t❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✉❡s q✉✐ ❧✉✐ s❡r♦♥t
❞♦♥❝ très s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t q✉✐ s❡r♦♥t ❛❧♦rs ❝❧❛ssés ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ ▲❡s
❛✉tr❡s séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ♠♦✐♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s
❬✶✷❪✳
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t à ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ à ♣❡✉ ❞✬❤♦♠♦❧♦❣✉❡s très s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳
❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ très s✐♠♣❧❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❍❡♥✐❦♦✛ ❬✶✷❪ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r
❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✳
❙♦✐t n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦té✐♥❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡t nj ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ sé✲
q✉❡♥❝❡ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❙♦✐t i ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ ❊❧❧❡
❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ n ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳ ❙✬✐❧ ② ❛ m ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡
i à ❝❡❧✉✐ ❞✬✐♥❞✐❝❡ (nj, i)✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ 1/(mn) ❛✉ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ nj ✐♥✐t✐❛❧✐sé à
0✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ ✸ séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡✱ ❧✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ♣r♦té✐q✉❡ ✷ ❡st ✉♥ ❆✳ ❆❞♠❡tt♦♥s q✉✬✐❧
② ❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❆ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ séq✉❡♥❝❡✱ ♠❛✐s ♣❛s
❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛❥♦✉t❡ 1/(mn) = 1/(2 × 3)✳
❖♥ ✐tèr❡ ❛✐♥s✐ s✉r t♦✉s ❧❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s✳
❖♥ s❡ r❡♥❞ ❛❧♦rs ❝♦♠♣t❡ s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s très s✐♠♣❧❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉
✷✳✸✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ✶✾
❙éq✉❡♥❝❡ ❍❡♥✐❦♦✛
❆❆❆❆❆❆ ✵✳✶✻✻✼
❆❆❆❆❆❆ ✵✳✶✻✻✼
❈❈❈❈❈❈ ✵✳✶✻✻✼
❈❈❈❈❈❈ ✵✳✶✻✻✼
●●●●●● ✵✳✸✸✸✸
Σ ✶
❚❛❜✳ ✷✳✸ ✕ P♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡♥✐❦♦✛ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡
✷✳✸✱ q✉✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❡✉① ❢♦✐s ♠♦✐♥s s❡ ✈♦✐t ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥ ♣♦✐❞s ❞❡✉①
❢♦✐s ♣❧✉s é❧❡✈é✳
❆✐♥s✐✱ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❍❡♥✐❦♦✛✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡
✈❛ ♣❛s ❞é❢❛✈♦r✐s❡r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ♣❡✉ s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞✬✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s
❞❡s ❝❛s ré❡❧s✱ à s❛✈♦✐r ❧♦rsq✉❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥st✐t✉é❡s
q✉❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é ✐❞❡♥t✐q✉❡ ♠❛✐s ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❝♦❞❛♥t ❧❛
str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✱ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡♥✐❦♦✛ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
♣❡✉ s✐♠✐❧❛✐r❡ s❡r❛ ♣♦♥❞éré❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✳
✷✳✸✳✷ ▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡
❆✈❛♥t t♦✉t✱ r❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✳ ■❧
❢❛✉t q✉✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ♣r♦té✐q✉❡ ❛✐t ✉♥ ♣♦✐❞s ❢♦rt s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♣❡✉ s✐♠✐❧❛✐r❡ à s❡s
❤♦♠♦❧♦❣✉❡s✱ ❡t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r✱ ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡✱ ❞✬✉♥❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s ❡♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡✉rs ♣♦✐❞s ❛✜♥ q✉❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦té✐♥❡ s♦✐t ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ✉♥❡ ❧♦✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✳ ▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧♦✐ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❍❡♥✐❦♦✛ ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ♣❡✉t ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t q✉❡
❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t s♦✐t ♠❛①✐♠❛❧❡✳
P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣ré❝✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥tr♦♣✐❡✳ P❛r ❡♥tr♦♣✐❡ ♥♦✉s
❡♥t❡♥❞♦♥s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❊♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✮ ❙♦✐t ❳ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞✐s❝rèt❡✱
❛✈❡❝ n ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s✱ s♦♥ ❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ✿
H(X) = −
n
∑
i=1
p(i) ❧♥ p(i)
❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ t✐ré❡ ❞❡ ❧❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❞és♦r❞r❡✳
P❧✉s ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st é❧❡✈é❡ ❡t ♣❧✉s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐
❧❡ ❞és♦r❞r❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧✱ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳
✷✳✸✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ✷✵
❙❤❛♥♥♦♥ ❞é✜♥✐t ♣❧✉s ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡✳
P❧✉s ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ t✐r❛❣❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ❡t ♣❧✉s ✐❧ ✈❛ ❛♣♣♦rt❡r ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣❧✉s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ t✐r❛❣❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♣❧✉s ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s❡r❛ ❣r❛♥❞❡✱
❡t ♣❧✉s ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ s❡r❛ r✐❝❤❡✳
▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ✈ér✐✜❡ t♦✉t❡s ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t H(X) ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡
❧♦rsq✉❡ X s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡
X ❛✉❣♠❡♥t❡✱ H(X) ❛✉❣♠❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳
❊♥tr♦♣✐❡ ❡t ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
❆✈❡❝ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ r❡❞♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡
s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s
w ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡ n séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s ❞❡ L ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r✳
Pr❡♥♦♥s ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ i ❛✉ ❤❛s❛r❞✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ n ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❝❡tt❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ n t✐r❛❣❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ♣❛r♠✐ ✉♥
❛❧♣❤❛❜❡t α ❞❡ |α| = 23 s②♠❜♦❧❡s ✺✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣♦♥❞éré❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é
j ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ i ♣❡✉t s❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡ ✿
pij =
∑
n wnm
n
ij
∑
n wn
,
♦ù mnij ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛tr✐❝❡ q✉✐ ✈❛✉t 1 ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é j ❡st ❧❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣r♦té✐♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ n à ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ i✱ ❡t 0 s✐♥♦♥✳
pij ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ❧✬❛❝✐❞❡ ❛♠✐♥é j ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ i✳ ❈❡tt❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é♣❡♥❞ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s w ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡t
❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ wn ♣♦♥❞èr❡ ✉♥❡ ♣r♦té✐♥❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❊♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✮ ❙♦✐t Hi(w) ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✲
❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ✿
Hi(w) = −
∑
j∈α
pij ❧♥ pij
▲✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞✬✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❡♥tr♦♣✐❡s ❞❡ s❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✿
H(w) =
L
∑
i=1
Hi(w)
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛✈❛✐t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡
❧❛ ♣❧✉s é❧❡✈é❡✳ ❆✐♥s✐ ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés pij
s❡r❛ ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❈✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡
q✉❡ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s✱ à s❛✈♦✐r✱ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦té✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❛✐t ❛✉t❛♥t
❞✬✐♠♣❛❝t q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s s✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳
✺✷✷ s②♠❜♦❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✱ ❧❡ ✈✐❞❡✱ ❡t ❧✬✐♥❝♦♥♥✉ ♣❧✉s ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s s❛✉ts✳
✷✳✸✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ✷✶
❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s w ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❝❡❧✉✐ q✉✐
♠❛①✐♠✐s❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ✿
w∗ = argmax
w
H(w)
■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ H ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡♠✐✲❝♦♥❝❛✈❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ t♦✉t ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❡st ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s wn s♦♥t
♥♦r♠❛❧✐sés✱ H ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧
❡st ❣❧♦❜❛❧ ❡t ❡st ✉♥✐q✉❡✳
❊♥ ♣r❡♥❛♥t Hc = −H(w) ♦♥ ♣❡✉t r❛♠❡♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳
Pr♦❜❧è♠❡ ✹
min
w
L
∑
i=1
∑
j∈α
pij ❧♥ pij
s.c.
{
wn ≥ 0 1 ≤ n ≤ N
∑N
n=1 wn = 1
❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣♦✐❞s ♦♣t✐♠❛✉① ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ♥♦✉s
♠✐♥✐♠✐s✐♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ét❛♥t
❝♦♥✈❡①❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡♥ ❣r❛❞✐❡♥t s✉✣t ♣♦✉r ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❡r✱ ❧❡ t♦✉t
❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈✬❡st ❧❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❥❡té ❬✶✸❪✳
▲♦rs ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❡♥ ❣r❛❞✐❡♥t s✐♠♣❧❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ■❧ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ♣❡♥t❡✳ ■❧ s✉✣t
❛❧♦rs ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜♦♥ s❡♥s ❡t ❞✬✉♥ ♣❛s ❛❞❛♣té
✻✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡st ♥✉❧❧❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛✉
♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱
♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ♦♥ ♣r♦❥❡tt❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡
✈❡❝t♦r✐❡❧ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ♣♦✉r
q✉✬❡❧❧❡ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❞❡s❝❡♥❞ ❧❛ ♣❡♥t❡ ♣r♦❥❡té❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❙♦✐t dold ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞♦♥♥é wold ✿
dold = ∇Hc(wold)
✻❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣❛s ✈❛r✐❛❜❧❡✳
✷✳✸✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ✷✷
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❥❡té
P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s❡❧♦♥ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡ ✿
∂Hc
∂wn
=
∂
∑L
i=1
∑
j∈α pij ❧♥ pij
∂wn
=
L
∑
i=1
∑
j∈α
[
∂pij
∂wn
❧♥ pij + pij
∂❧♥ pij
∂wn
]
=
L
∑
i=1
∑
j∈α
[
(1 + ❧♥ pij))
∂pij
∂wn
]
,
♦ù
∂pij
∂wn
=
∂
P
n wnm
n
ij
P
n wn
∂wn
=
[
∂
P
n wnm
n
ij
∂wn
]
∑
n wn −
∑
n wnm
n
ij
∂
P
n wn
∂wn
(
∑
n wn)
2
=
mnij
∑
n wn −
∑
n wnm
n
ij
(
∑
n wn)
2 .
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦✲
❥❡té ✿
y = −P 0.dold,
♦ù P 0 = I − A0
T
[
A0.A0
T
]−1
.A0
P 0 ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ dold ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❛
♠❛tr✐❝❡ A0 ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❛t✉ré❡s ❛✉ ♣♦✐♥t wold✳ ❯♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st
❞✐t❡s s❛t✉ré❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❛✈❡❝ é❣❛❧✐té✳
❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ à 1 ét❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞✬é❣❛❧✐té✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥st❛♠♠❡♥t s❛t✉ré❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ♣♦✐❞s wn s❡ ✈ér✐✜❡ ❛✈❡❝ ❧✬é❣❛❧✐té ✭wn = 0✮✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ❡❧❧❡
♠ê♠❡ s❛t✉ré❡✳
❙♦✐t A ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿
✷✳✸✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ✷✸
A =












−1
✳ ✳ ✳ ✵
✳ ✳ ✳
✵ ✳ ✳ ✳
−1
1 . . . . . . . . . 1












▲❛ ♠❛tr✐❝❡ A0 ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❛t✉ré❡s✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❥❡✉ ❞❡
♣♦✐❞s wnew ✿
wnew = wold + β y.
α r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ■❧ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❙♦✐t βmax ❧❡ ♣❛s ♠❛①✐♠✉♠ ❛✉t♦r✐sé ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣❛s ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ β = min(βmax, smax) ♦ù smax
❡st ❧❡ ♣❛s ♠❛①✐♠❛❧ ✜①é ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳✼
▲❛ ❞❡s❝❡♥t❡ s✬❛rrêt❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
s❡✉✐❧ q✉✐ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t Hc✱ ♦♥ ❛ tr♦✉✈é ❧❡s ♣♦✐❞s w
∗ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡♥t H✳ ◆♦✉s
♣♦♥❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡s ♣♦✐❞s ❡t ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝❡rt❛✐♥s q✉❡ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡
s❡r❛ ♠❛①✐♠❛❧❡✳
✷✳✸✳✸ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❡t ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❯t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡
t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❝♦♥❢♦r♠❛t✐♦♥♥❡❧s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ♣❡✉t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ♣r♦té✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❡t ❢❛✐r❡ ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳
❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ② ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s
séq✉❡♥❝❡s ❛❧✐❣♥é❡s✳
❯♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❡st ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ▼✲❙❱▼ q✉✐ ✈❛ ❛♣♣r❡♥❞r❡ s✉r ❝❡tt❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ♦♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❧✉s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♥❛❧②s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs séq✉❡♥❝❡s ❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦♥❞éré❡ ❡♥ s♦rt✐❡✳
❖r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ❝❤❛q✉❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ ▼✲❙❱▼
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ❧❡ s❡✉❧ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣♦♥❞ér❡r ♣❧✉s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❞❡
❧❛ ❞✉♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳
✼❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✜①é smax = 0.1✳
✷✳✹✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✜❧s ✷✹
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ♣♦♥❞érés ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣♦s❡ ❧❡
♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✳ ▲❡s séq✉❡♥❝❡s ❛❧✐❣♥é❡s très
s✐♠✐❧❛✐r❡s ✈♦♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❝❡ q✉❡ ✈❛ ❛♣♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼
q✉❡ ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ♣❧✉s r❛r❡s✳
❯♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣❛❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❡st
❞✬❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs ❛✉① ♠❛tr✐❝❡s ❇▲❖❙❯▼ ❬✶✹❪✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛❥♦✉t❡r t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s
❛❧✐❣♥é❡s à ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❧❡s ♣❧✉s
s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t ♥✬❛❥♦✉t❡r q✉✬✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡✳
Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡t ✜①♦♥s ❧❡ t❛✉① ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t à ✽✵✪✳ ❙✐ ❞❡✉①
séq✉❡♥❝❡s ❆ ❡t ❇ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ♣❧✉s ❞❡ ✽✵✪✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s✳ ❙✐ ✉♥❡
séq✉❡♥❝❡ ❈ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ♣❧✉s ❞❡ ✽✵✪ à ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❆ ♦✉ ❇ ✭♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① à ❧❛ ❢♦✐s✮✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❛❥♦✉té❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t✳ ❖♥
♣♦✉rs✉✐t ❧❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ❛♥❛❧②sé t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ♣❧✉s✐❡✉rs ❣r♦✉♣❡s ❞❡ séq✉❡♥❝❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s
❣r♦✉♣❡s ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ q✉✐ ✐ss✉❡ ❡st ❞❡s ✈♦t❡s ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡s ❞❡
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❙❡✉❧❡ ❝❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❡st ❛❥♦✉té à ❧❛
❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ sé✲
q✉❡♥❝❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡t ❧✬♦♥ é✈✐t❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞✬êtr❡ ❝♦♥❢r♦♥té ❛✉① ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ♣♦sés ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ séq✉❡♥❝❡s très ♣r♦❝❤❡s✳
✷✳✹ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✜❧s
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
❡st ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❞❡s ♣r♦✜❧s✳
❯♥ ♣r♦✜❧ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ♥♦♥ ♣❧✉s ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✱ ♠❛✐s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s
❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ✉♥ ♣r♦✜❧❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❛✉t❛♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
q✉✬✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ séq✉❡♥❝❡ ✿
❆❧✐❣♥❡♠❡♥t
❆❆❆
❆❆❈
❆❈❈
❈❈❈











♣r♦✜❧
[
3
4
❆ 1
2
❆ 1
4
❆
1
4
❈ 1
2
❈ 3
4
❈
]
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✜❧s ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ ♣❡✉✈❡♥t
t♦✉t à ❢❛✐t êtr❡ ♣♦♥❞éré❡ ♣❛r ❧❡s ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐és à ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♣r♦✜❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛ ▼✲❙❱▼✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s♦♥♥ ♥♦②❛✉ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❛❝✐❞❡s
❛♠✐♥és✳ ■❧ ❡st ❞é❞✐é ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ✧❡♥t✐❡rs✧ ❡t ❡❧❧❡ ♥❡
s❛✐t ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és✳ P♦✉r ♣❛❧✐❡r ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♥♦②❛✉✱ ❛✜♥ q✉❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ❡♥tr❡ séq✉❡♥❝❡s
❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❛✐❡♥t ✉♥ s❡♥s✳
✷✳✺✳ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✷✺
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡s ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s ❞❡
❢réq✉❡♥❝❡s✳
❊①❡♠♣❧❡ ✿ ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♣r♦✜❧ P s✉✐✈❛♥t
P1 P2
[
3
4
❆ 1
2
❆
1
4
❈ 1
2
❈
]
▲❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦✜❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡ ✭✐❝✐ ❧✉✐ ♠ê♠❡✮✱ ♣❡✉t s✬❡①♣r✐♠❡r
❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ✿
〈P, P 〉 = 〈P1, P1〉 + 〈P2, P2〉
❏✉sq✉✬✐❝✐ r✐❡♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s✱ ♦♥
❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s ❞❡s ❞❡✉① ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❞❡ ♠ê♠❡ ✐♥❞✐❝❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❝✐✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s P1 ❡t P2 ❞✉ ♣r♦✜❧ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és
♠❛✐s ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ❆✐♥s✐ ♣♦✉r 〈P1, P1〉 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡✈✐❡♥t ✿
〈P1, P1〉 =
3
4
×
3
4
〈A, A〉 +
3
4
×
1
4
〈A, C〉 +
1
4
×
3
4
〈C, A〉 +
1
4
×
1
4
〈C, C〉
▲❡s ♣r♦❞✉✐ts s❝❛❧❛✐r❡s 〈A, A〉 ✱ 〈C, A〉 ❡t 〈C, C〉 s♦♥t ❞é✜♥✐s ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣r♦❞✉✐t❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡①♣❡rt✐s❡ ❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐st❡s ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦②❛✉ ♦❜t❡♥✉ ✈ér✐✜❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
▼❡r❝❡r✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝r♦ît ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛❝✐❞❡s ❛♠✐♥és ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s✳
✷✳✺ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
✷✳✺✳✶ Pr♦t♦❝♦❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
▲❡s t❡sts ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✶✺✵ ♣r♦té✐♥❡s ❞é❝♦✉♣é ❡♥ ✶✵ s♦✉s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✶✺ ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡✳ ▲✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✬❡st ❞♦♥❝
❞ér♦✉❧é s✉r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✶✸✺ ♣r♦té✐♥❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❢❡♥êtr❡ ❣❧✐ss❛♥t❡ ❞❡
✶✸✳
■❧ ❢❛✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✱ s❛♥s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧✐✲
❣♥❡♠❡♥ts ❡♥ ❡♥tré❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✱ ❝❤❛q✉❡ ❜❛s❡ ❝♦♥t❡✲
♥❛✐t ❡♥✈✐r♦♥ ✷✻✵✵✵ ❡①❡♠♣❧❡s ✭❢❡♥êtr❡s ❣❧✐ss❛♥t❡s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
✭♠❛✐s s❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ✈✉❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡
❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ✶✵✱ ❝❡ q✉✐ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♥♦r♠❛❧ ❝❛r ♦✉s ❛✈♦♥s ❧✐♠✐té ❛r❜✐tr❛✐✲
r❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❛❧✐❣♥é❡s q✉❡ ♣♦✉✈❛✐t ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t à
✶✵✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✹ sér✐❡s ❞❡ t❡sts ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❣❛✐♥s ❛ss♦❝✐és✳ ❯♥ t❡st ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ✭s❛♥s
❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✮✱ ✉♥ t❡st ❛✈❡❝ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥
✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✭❍❡♥✐❦♦✛✮ ❡t ❡♥✜♥ ✉♥ ❞❡r♥✐❡r
❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡✳
✷✳✺✳ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✷✻
▲❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❣❛✐♥s ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❛r
❧❛ s✉✐t❡ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t❡st st❛t✐st✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❙♦✐t u ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
u =
|f1 − f2|
√
f1(1−f1)
n1
+ f2(1−f2)
n2
♦ù f1 ❡t f2 r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
❡t ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡st✱ n1 ❡t n2 ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s✳
▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❡♥ ❝♦♥s✉❧t❛♥t ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ré❞✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r u✳ ❙♦✐t n ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡✱
❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à ✿ 100−
(100 − n) ∗ 2✳
✷✳✺✳✷ ❘és✉❧t❛ts
❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❜❛s❡ ✿ s❛♥s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts
▲❡ t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s❛♥s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡st ❞❡ ✻✺✱✵✹✪ ✭t❛❜ ✷✳✹✮✳ ■❧ s❡
s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s❛♥s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡
♥❡✉r♦♥❡✳
❊♥s❡♠❜❧❡ ❊①❡♠♣❧❡s ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❊①❡♠♣❧❡s t❡st t❛✉① r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
✶ ✷✼✶✹✸ ✶✻✶✽ ✻✹✳✺✷✹✪
✷ ✷✻✸✼✷ ✷✸✽✾ ✻✽✳✻✵✻✪
✸ ✷✻✵✵✷ ✷✼✺✾ ✻✷✳✽✽✺✪
✹ ✷✻✺✽✵ ✷✶✽✶ ✻✸✳✸✷✵✪
✺ ✷✻✸✹✺ ✷✹✶✻ ✻✻✳✼✻✸✪
✻ ✷✺✹✸✻ ✸✸✷✺ ✻✹✳✵✾✵✪
✼ ✷✺✺✺✹ ✸✷✵✼ ✻✹✳✷✸✹✪
✽ ✷✹✹✼✼ ✹✷✽✹ ✻✻✳✺✾✼✪
✾ ✷✺✸✻✸ ✸✸✾✽ ✻✹✳✽✵✸✪
✶✵ ✷✺✺✼✼ ✸✶✽✹ ✻✹✳✹✹✼✪
µ = 65, 04✪
σ = 3.10✪
❚❛❜✳ ✷✳✹ ✕ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ▼✲❙❱▼ ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❝r♦✐sé❡
❆✈❡❝ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥
P♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ▲❡ t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❡t ✉♥❡
♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st ❞❡ ✻✼✳✸✵✪ ✭t❛❜ ✷✳✺✮✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡st ❞❡ ✷✱✷✻✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ ❙❱▼ ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ✐❧ ❡st st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡
✾✾✳✾✾✪✳ ▲❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❛♣♣♦rt❡♥t ❜✐❡♥ ✉♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥
❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
✷✳✺✳ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✷✼
❊♥s❡♠❜❧❡ s❛♥s ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❍❡♥✐❦♦✛ ❍❡♥❦♦✛ ✫ ❆❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
✶ ✻✺✳✽✷✷✪ ✻✻✳✸✶✻✪ ✻✾✳✻✸✸✪
✷ ✼✶✳✹✶✶✪ ✼✶✳✾✾✼✪ ✼✷✳✷✾✵✪
✸ ✻✻✳✷✷✪ ✻✼✳✶✾✽✪ ✻✾✳✷✻✹✪
✹ ✻✻✳✸✾✷✪ ✻✺✳✽✽✼✪ ✻✽✳✼✼✻✪
✺ ✼✵✳✹✵✻✪ ✻✾✳✽✷✻✪ ✼✶✳✶✾✷✪
✻ ✻✸✳✹✽✾✪ ✻✺✳✸✽✶✪ ✻✻✳✹✾✻✪
✼ ✻✻✳✸✽✻✪ ✻✻✳✽✺✻✪ ✻✽✳✺✸✽✪
✽ ✻✼✳✺✵✼✪ ✻✼✳✻✹✼✪ ✻✽✳✶✽✹✪
✾ ✻✽✳✹✷✸✪ ✻✽✳✻✽✺✪ ✼✵✳✼✼✼✪
✶✵ ✻✼✳✷✹✷✪ ✻✼✳✾✻✷✪ ✼✵✳✽✸✹✪
µ = 67.3✪ µ = 67.78✪ µ = 69.56✪
σ = 5.26✪ σ = 3.95✪ σ = 2.91✪
❚❛❜✳ ✷✳✺ ✕ ❊①♣❧♦✐❛t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✉♥✐✲
❢♦r♠❡✱ ❞❡ ❍❡♥✐❦♦✛✱ ❡t ❞❡ ❍❡♥✐❦♦✛ ❛✈❡❝ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❆✈❡❝ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡♥✐❦♦✛ ▲❡ t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡✲
♠❡♥ts ❡t ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡♥✐❦♦✛ ❡st ❞❡ ✻✼✱✼✽✪ ✭t❛❜ ✷✳✺✮✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡
♣r❡♠✐èr❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ✵✱✺✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ♥♦♥ ♣♦♥❞érés
✭st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ✼✽✱✶✹✪✮✳ ❈❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t
❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❛♠é❧✐♦ré ♣❛r ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧✬❡♥tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❞❡s s♦✉❝✐s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧✐♠✐té ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ sé✲
q✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t à ✶✵ ❝❡ q✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥
♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳
❆✈❡❝ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡
▲❡ t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ♣♦♥❞érés ❛✈❡❝ ❍❡♥✐❦♦✛✱ ❧❡ t♦✉t ❝✉♠✉❧é ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❡♥ ❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡✱ ❞é♣❛ss❡ ❧❡s ✻✾✳✺✺✪✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡st ❞❡ ✶✳✼✽✪ ✭st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✾✾✱✾✾✪✮✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣✲
♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡t ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
é✈♦❧✉t✐✈❡s ✐❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♥♦r♠❛❧ q✉✬✉♥ t❡❧ ❣❛✐♥ s♦✐t ré❛❧✐sé✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❘és✉♠é
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❝❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ❣❧♦❜✉❧❛✐r❡s✳
❆❧♦rs q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s à ❜❛s❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s s❡ s♦♥t ✐♠♣♦sés ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱
❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts t♦✉t à ❢❛✐r❡ ♣r♦♠❡tt❡✉rs ❡t
♣❛r♠✐ ❡❧❧❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❙❱▼ ♠✉❧t✐❝❧❛ss❡s✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝❡ q✉✬❡st ✉♥❡ ▼✲❙❱▼ ❡t ❝♦♠♠❡♥t
❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ♣r♦té✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❛✐t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤②❜r✐❞❡ ♣r♦✲
♣♦sé❡ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐és✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♣✉ t❡st❡r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❡t ♦❜s❡r✈❡r q✉❡
❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞é♣❛ss❛✐t ❧❡s ✹✳✺✪✳
❆♣♣♦rts ♣❡rs♦♥♥❡❧s
❈❡ st❛❣❡ ♠✬❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛♣♣♦rté ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❞♦♠❛✐♥❡s à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❉é❥à✱ ❛✉ tr❛✲
✈❡rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❛♥t✱ ✐❧ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❧❡s ❙❱▼ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❛♣♣❡❧❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❥✬❛✐ ♣✉ ❞é❝♦✉✈r✐r s♦✉s ✉♥ ❛♥❣❧❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s q✉❡ ❥✬❛✈❛✐s
✈✉❡s ❧♦rs ❞❡ ♠❡s ét✉❞❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❥✬❛✐ ♣✉ ❝♦♠♣❧ét❡r ✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❡①✐st❛♥t ✭❧❛ ❙❱▼ ❞❡
❧✬éq✉✐♣❡✮ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡♥ ❛❝❝r♦îtr❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❝♦♠♠❡
❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡ st❛❣❡ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ t♦✉❝❤❡r à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s✉❥❡ts ❛✜♥
❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❝❡s ♠♦❞✉❧❡s ✿ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥tr♦♣✐❡✱
❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦✉s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡t❝✳ ❙❛♥s ♦✉❜❧✐❡r ❜✐❡♥ s✉r ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉✐
❥✉st✐✜❛ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❤②❜r✐❞❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❥✬❛✐ tr❛✈❛✐❧❧é✳
❚r❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦✉rs ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❈❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ ♣♦✉rs✉✐t ❡t ❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥❝♦r❡ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✳ ❈♦♥❝❡r✲
♥❛♥t ❧❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❧❡
r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✸✳ ▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ s❡r❛ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s
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♣r♦✜❧s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❛❧✐❣♥❡♠❡♥ts ❬✸❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡r❛ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡
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